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世界商品对关税限制的稳健性研究

刘华林 201930075021 国际经济与贸易

摘要：世界商品是指各国消费者长期稳定消费的“稳健且最优”的商品，本文首先给出了传统的对商

品、预算的数学定义，并对传统研究消费者偏好的定义做了拓展：偏好结构和无差异曲面，这些新定义便

于处理多消费者多商品多偏好场景下的消费者最优购买决策问题。

随后基于这些定义了关税的数学形式，并得出多消费者多商品多偏好场景下消费者的无关税下、从量

税下和从价税下的“效用—预算”向量方程组。为了研究新场景下的消费者最优商品决策问题，设计了一

个二消费者三商品决策示例并发现新场景下传统的静态分析的效用最大化方法会产生消费者效用最大化决

策的冲突，造成这些冲突的原因，以及符合传统结论的“征收关税带来效用减损”现象。

笔者发现不同商品购买组合间存在的等价性和对称性，引入购买数量批次化和置换群的方法，将偏好

结构矩阵分解并与置换矩阵相乘发现，等效用的商品购买组合随批次细化和商品数量增多而迅速变多，这

支持消费者在最优决策冲突的前提下寻求多个等效用的次优决策，然而这引入了对多个次优决策排序以选

取最优的问题。

笔者视消费者对购物成本变动的高敏感为次优决策的首要因素，认为商品购买成本对价格频繁变动的

稳定性（稳健性）是对多个次优决策评级排序的依据，基于此引入了两种对商品购买成本的微扰，市场微

扰（需求数量增多）和关税微扰，发现市场微扰可以一定程度上和关税微扰相抵消，这种抵消效应取决于

商品的价格弹性，较大的商品价格弹性可以带来更多的抵消效应，因此这类商品的购买成本较为稳定，成

为消费者在多个候选购买决策中青睐的商品，涌现为“世界商品”。

关键词：多消费者多偏好多商品决策场景 “效用—预算”最优化 消费决策对称性 抵消效应

抗关税 稳健性
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六、结论与不足

参考文献索引

一、基础定义部分

1.商品定义：

定义 1 商品具有数量�和价格�属性，除此之外是无区别的；

假设 1 对任意商品�，���

���
= �� ≡ 价格弹性，本文假设商品的价格弹性不变，也即商品的数量和价格可

以迅速调整，出于书写方便本文也用��表示商品对象。

约定商品的价格弹性向量��� = �1, �2, ⋯, �� 表征所有的商品对象。

2.偏好类型和偏好结构定义：

定义 2 消费者群体在宏观上会将商品归类为各种偏好类型，并在同一偏好类型自由选择商品组合，以

超图结构表示为：商品集合 V = ki|i = 1,2, ⋯, n ，偏好类型是超图上的超边，即 E = ej|∃ki ∈ ej, ki ∉ ek, j ≤

i, j ≠ k ，超图 G = V,E 表示商品与偏好类型的关联；

定义 3 一种如上的商品归类映射唯一确定一个偏好类型的超图，即�� ��� �, � � �∈� ，称��或

�, � � �∈� 为一个偏好结构，��为商品归类映射，G 为偏好结构（超图）的集合；

定义 4 消费者群体为微观消费者个体分配一定的偏好结构，表示为��: � → �, � � �∈� ；

假设 2 这种商品归类映射完全覆盖了市场上所有的商品，即 ��∈� = �� ；

约定商品有��个（节点），偏好类型有��个（超边），有�行�列的超图矩阵 H 为超图的邻接矩阵：对

于第�个节点，在 H 的第�行中第�个节点所属的超边对应的列位置的值标为 1，否则标为 0，因此可通过邻

接矩阵 H 唯一刻画一个偏好结构。

值得一提的是，消费者群体不一定共享一种偏好结构，对消费者群体进行采样，随机得到的消费者个

体属于某种偏好结构的概率为 P gi = fG lj ~Fg，其中Fg为偏好结构总体的概率分布函数；不同偏好结构

（不同类别的消费者）的区别等价于这些偏好结构所对应的矩阵的差异。

3.预算和预算分布定义：

定义 5 微观消费者个体�具有一定的支付能力��，允许个体在偏好类型内选择若干商品组合，并且控制

在支付能力内： �=1
� ����� ≤ ��；

定义 6 微观消费者个体�对各偏好类型分配一定的支付能力，表示为��: �� → ��，函数��为偏好的预算

分布，��为偏好类型（超边），��为对偏好类型分配的支付能力， �� = ��� ；

定义 7 消费者群体为微观消费者个体分配一定的支付能力，表示为��: � → �� � ∈ � ，函数��为个体的

预算分布，�为消费者个体，��为该个体的支付能力，另外以��表示各个体支付能力的序列；

因此，消费者群体的预算特征就具有两个维度：在群体内各消费者个体支付能力的分布和消费者个体

对不同的偏好类型支付能力分配权重的分布。

关于第一个维度，对消费者总体进行随机采样，随机得到的消费者个体具有某种支付能力的概率为

P Bi = fL li ~Fb，其中Fb为支付能力总体的概率分布函数；

关于第二个维度，消费者个体对不同偏好类型支付能力分配权重的分布， 每一类消费者对应一个偏好

结构，而每个偏好结构所对应的偏好类型集合是不同的，这使从消费者角度描述偏好类型分配权重问题比

较困难，但反过来，偏好类型数量的规模完全由商品数量确定，若有�个商品则最多有2� − 1 个彼此不同

的偏好类型，所以可以从偏好类型角度描述偏好类型的权重分布问题。

设所有偏好类型由二值向量�� = �1, �2, ⋯, �� �� = 0,1, �为商品数 确定，映射��
−1可将所有微观消费

者个体�加总（再考虑个体内部差异问题过于复杂故忽略）的对该种偏好类型支付能力对应到该种偏好类型，

即将这样的二值向量�对应到一个正实数。

进而可知，对偏好类型总体进行随机采样，随机得到的偏好类型具有某种支付能力数量的概率为 P Bi =
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fB ei ~Fe，其中Fe为偏好类型总体的概率分布函数。

约定消费者有�个，消费者的支付能力向量为�� = �1, �2, ⋯, �� 表征所有微观消费者个体的支付能力，由

于有�个偏好类型，故每个消费者的支付能力分配向量为��(1~�)��������� = �1, �2, ⋯, ��
�，满足关系：

�=1

�

��� = ��

��~��

进而可设�行�列的矩阵 L 为使��(1~�)��������� 表示��各分量的向量组� = �1��� , �2��� , ⋯, ����� ，可使用向量组（矩阵）L

唯一刻画消费者群体的支付能力分布；矩阵�的每一列各元素采样自分布��，每一行各元素采样自分布Fe。

由此可知� ∙ �表示消费者群体中每个消费者对每种商品分配的支付能力，进而可重新表示定义 5：设

置向量1����� 为�列各列值均为 1 的降维向量，有1����� ∙ � ∙ �为�列的支付能力向量表示每个消费者对所有商品提

供的支付能力。

4.无差异曲面定义：

定义 8 无差异曲面是无差异曲线概念的延伸，表示在� � ≥ 2 个商品内选择商品组合，效用相同的各

商品组合连成的任意次曲面。

假设 5 无差异曲面仍满足边际技术替代率，因此，以所有坐标轴的正方向为渐近线，无差异曲面在这

些坐标轴平面上的投影均向右下方倾斜，即
�2��
���

2 > 0 � ≠ � ；

假设 6 无差异曲面互不相交；

简单来说，无差异曲面就是多商品情形下的高维无差异曲线，要求任意两种商品均满足边际技术替代

率递减的规律，对于本文，无差异曲面表述为偏好结构超图的无差异超边：消费者在同一个无差异超边内

做出的商品选择组合带来的效用满足是相同的。

本文借鉴柯布—道格拉斯效用函数� �, � = ���� � + � = 1 ，假设商品为�� � ≤ � ，购买商品的消费

者对于消费这些商品享受程度的主观估计为�� � ≤ � ，则有无差异曲面效用函数为� �1, �2, ⋯, �� =

�1
�1�2

�2⋯��
��

�=1
� ��� = 1 ，消费者对商品给自己带来的满足感是不确定、具有随机性的，但仍假定��从某

个未知的概率分布��采样得到，考虑到不同消费者的个体效应，满足感由条件概率分布� ��|� 采样获得。

出于计算方便，将无差异曲面效用函数对数化为ln � = �=1
� �� ln ��� ，并将偏好结构邻接矩阵 H 改为偏

好结构赋权矩阵�∗，�∗的每一列为一个偏好类型，为不同商品分配的满足感主观估计（仅对该项不为零的

作分配，也即在偏好类型的超边内的才分配）。

对任一消费者�，设其对�种商品分别购买�� � ≤ � 个，该消费者的偏好结构共包含�个偏好类型，可

由�∗表示其偏好结构赋权。因此向量ln � ∙ �∗表示消费者在每一个偏好类型上取得的满足感（效用）。

消费者同时存在多个偏好类型，假设消费者对每个偏好类型的边际效用是常数，则消费者总效用可表

示为各偏好类型的分效用的加权和。

由于不同偏好类型都可被同一个二值向量�� = �1, �2, ⋯, �� 编码，故可仿照前文有关偏好类型与支付

能力分配关系的讨论，定义函数FW为偏好类型总体的效用权重分布函数，P Wi = fW ei ~FW，其中Wi为

对总效用 �� 求和时各偏好类型的权重， �� = �=1
� ����� 。

本文认为关税限制会通过作用于预算约束影响消费者的商品购买决策，但这种影响会随偏好的丰富性

和商品的多样性而走向失效，接下来引入本文对关税项的构造。

5.关税定义：

定义 9 已知消费者有 p 个，假设有 q（p>>q）个关税联盟，每个关税联盟具有对 m 个商品的征税价目

表，用矩阵�表示 m 行 q 列的征税矩阵，课税计算可采取按量计征��或按价计征��。其中按量计征的每一

项表示每增加��数目的商品就增加征收一单位的价格，按价计征的每一项表示商品价格乘以 1 + �� 。

从量税借助商品数量��影响消费者决策：�� = 1
��

∙ �� + ��

��
�� > 1 ，消费者所额外负担的税收价格为：

��

��
，税收成本对消费者免税购物成本的比例为

��

��
。
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从价税借助商品价格��影响消费者决策：�� = 1
��

∙ �� ∙ 1 + �� �� > 0 ，消费者所额外负担的税收价格

为
1
��

∙ �� ∙ ��，税收成本对消费者免税购物成本的比例为
��

1+��
。

6.世界商品定义：

世界商品是指各关税联盟/国家内的消费者群体长期稳定消费的商品，对每个个体消费者而言，这类商

品必须具有抗关税变动的在“效用—预算”最优解上的稳健性，也即消费者已确定好的最优购买决策，其

中分配到该类商品上的购买数量不会因为关税变动而剧烈变动。这种稳健性是相对而言的：

� �∗ |�>0 ≈ � �∗ , � �∗ |�>0 ≈ � �∗

� � |�>0 < � � , � � |�>0 > � �

这里�∗表示世界商品，�表示普通商品，� ∙ 表示购买的成本函数。世界商品对提升一定量的关税，仍

然能维持效用基本不变和成本轻微浮动，这是世界商品和普通商品的基本区别。

本文的研究核心为：商品的何种性质能使其成为世界商品，这种性质是如何减小关税对“效用—预算”

最优解的扭曲效果的。

二、多消费者多偏好多商品场景下

传统的“效用—预算”最优解不适用

1.“效用—预算”最优解分析

本文假设消费者国内市场对关税调整是迅速的，因此消费者会根据每个不同的关税矩阵调整所消费的

商品组合。考虑一种极端情况：世界市场上各关税同盟壁垒极少，关税影响可以忽略不计，则每个理性消

费者均争取效用最大化和成本最小化。

��
�����

= 0

1
���

∙
����� ���� �

�����
= 0

� ≈ �

然而，假设世界市场上的关税同盟充分多产生了足以扭曲消费者决策的税收成本效应，关税影响不可

忽略必须加入理性消费者的决策因素：

��
�����

= 0

�
�

+
1
���

����� ���� �

�����
= 0

� > �, � = ��

��
�����

= 0

1
���

∙ 1 + ��
����� ���� �

�����
= 0

� > �, � = ��

考虑一个简单的消费者购物决策情形，市面上有三种商品，数量分别为�1, �2, �3，即向量���� =

�1, �2, �3 ，消费者有两类��� = �1, �2 ，由于商品总共三种故最多存在 7 个偏好类型的偏好结构矩阵 H：

� =
1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1

我们使两个消费者各具备 3个偏好类型，其中�1具有 �2, �3, �4 ，�2具有 �2, �5, �6 ，并且有 1 个公共偏

好类型，进而得到��� 的偏好结构矩阵�组：

� ��� =
1 1 1
1 0 0
0 1 0

,
1 0 0
1 1 1
0 1 0
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不同消费者对不同商品的主观满足感估计服从� ��|� ，这里我们假设两个消费者是同质的，即

� ��|�1 = � ��|�2 ，且消费者从不同商品取得的满足感没有差异，服从均匀分布，即�� = � � |� =

1,2,3 ，并从��得到主观权重值的采样，可得��� 的偏好结构赋权矩阵�∗组：

�∗ ��� =

1
2

1
2

1

1
2

0 0

0
1
2

0

,

1
2

0 0

1
2

1
2

1

0
1
2

0

假设消费者�1的购买向量为�1���� = �1, �2, �3 ，则消费者�2的购买向量为�2���� = �1 − �1, �2 − �2, �3 −

�3 ，可得��� 的效用满足向量���� 组：

���� =
1
2

ln �1�2
1
2

ln �1�3 ln �1 ,
1
2

ln �1 − �1 �2 − �2
1
2

ln �2 − �2 �3 − �3 ln �2 − �2

对消费者�1，求总效用 �� ，FW取均匀分布（各偏好类型的边际效用是均等的），则有：

�� =
1
2

ln �1�2 +
1
2

ln �1�3 + ln �1

我们使消费者的支付能力向量为��� = �1, �2 ，��表示消费者对所有偏好类型提供的总支付能力。购买

商品支付的费用应该不高于总支付能力��。

购买商品的费用分两种情形：无关税情形的 ����� ；有关税情形的 ���� + ����/��� 或 �� 1 + �� ��� 。

对于无关税情形，
���

���
= 1

��
，以��

−1表示
1
��
，则有总费用：

� = ��� −1���� ���� �

对消费者�1, �2，分别有�1 = ��� −1�1���� �1���� �
，�2 = ��� −1�2���� �2���� �

，消费者支付能力对购买数量的约束表示为：

��� −1�1���� �1���� �
= �1

��� −1�2���� �2���� �
= �2

特别地，对消费者�1，有�1
−1�1

2 + �2
−1�2

2 + �3
−1�3

2 − �1 = 0，为消费者�1的预算约束方程。

由消费者�1的总效用方程和预算约束方程可得：

�� =
1
2

ln �1�2 +
1
2

ln �1�3 + ln �1

�1
−1�1

2 + �2
−1�2

2 + �3
−1�3

2 − �1 = 0

为求总效用最大化，设计拉格朗日函数：

� �1, �2, �3, � =
1
2

ln �1�2 +
1
2

ln �1�3 + ln �1 + � �1
−1�1

2 + �2
−1�2

2 + �3
−1�3

2 − �1

使该函数对�1, �2, �3, �分别求偏导得到方程组：

�� �1, �2, �3, �
��1

=
2�
�1

�1 +
2
�1

= 2 ��1
2 + �1 /�1�1 = 0①

�� �1, �2, �3, �
��2

=
2�
�2

�2 +
1

2�2
= 4��2

2 + �2 /2�2�2 = 0②

�� �1, �2, �3, �
��3

=
2�
�3

�3 +
1

2�3
= 4��3

2 + �3 /2�3�3 = 0③

�� �1, �2, �3, �
��

=
�2�3�1

2 + �1�3�2
2 + �1�2�3

2 − �1�2�3�1

�1�2�3
= 0④

根据①②③得到�1 =− ��1
2, �2 =− 4��2

2, �3 =− 4��3
2，代入④有� =− 3

2�1
，再重新分别代入①②③有：
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�1 =
2
3

�1�1

�2 =
1
6

�2�1

�3 =
1
6

�3�1

因 此 ， 在 不 限 制 商 品 总 量 ���� 的 前 提 下 ， 可 得 消 费 者 �1 的 最 优 商 品 购 买 组 合 为 �1
∗���� =

2
3

�1�1, 1
6

�2�1, 1
6

�3�1 。接下来尝试引入消费者�2对消费者�1的限制商品总量的效应，以讨论动态环

境下的最优商品组合性质。

2.多消费者情景下“效用—预算”最优解冲突情况分析

仿照 ��1� 对消费者�2求总效用 �� ，FW仍然取均匀分布（各偏好类型的边际效用是均等的），则有：

�� =
1
2

ln �1 − �1 �2 − �2 +
1
2

ln �2 − �2 �3 − �3 + ln �2 − �2

同时考虑无关税情形下的消费者�2预算约束方程：

�1
−1 �1 − �1

2 + �2
−1 �2 − �2

2 + �3
−1 �3 − �3

2 − �2 = 0

为使消费者�2效用最大化，根据总效用方程和预算约束方程设计拉格朗日函数：

� �1, �2, �3, � =
1
2

ln �1 − �1 �2 − �2 +
1
2

ln �2 − �2 �3 − �3 + ln �2 − �2

+ � �1
−1 �1 − �1

2 + �2
−1 �2 − �2

2 + �3
−1 �3 − �3

2 − �2

使该函数对�1, �2, �3, �分别求偏导得到方程组：

�� �1, �2, �3, �
��1

=
2�
�1

�1 − �1 +
1

2 �1 − �1
= 4� �1 − �1

2 + �1 /2�1 �1 − �1 = 0①

�� �1, �2, �3, �
��2

=
2�
�2

�2 − �2 +
2

�2 − �2
= 2 � �2 − �2

2 + �2 /�2 �2 − �2 = 0②

�� �1, �2, �3, �
��3

=
2�
�3

�3 − �3 +
1

2 �3 − �3
= 4� �3 − �3

2 + �3 /2�3 �3 − �3 = 0③

�� �1, �2, �3, �
��

=
�2�3 �1 − �1

2 + �1�3 �2 − �2
2 + �1�2 �3 − �3

2 − �1�2�3�2

�1�2�3
= 0④

联立①②③得到�1 =− 4� �1 − �1
2, �2 =− � �2 − �2

2, �3 =− 4� �3 − �3
2，代入④有与消费者�1

相同的结果：� =− 3
2�2

，再重新分别代入①②③可以得到�2的最优商品购买组合�2
∗���� 满足的条件：

�1 = �1 −
1
6

�1�2

�2 = �2 −
2
3

�2�2

�3 = �3 −
1
6

�3�2

结合消费者�1的最优商品组合，可观察到消费者�2的最优商品组合使�2获得���� 中最优的部分，并使消费

者�1获得剩余的部分，该结论对消费者�1同样成立。故可知�1, �2在取得效用—预算最优解的问题上存在冲

突。以消费者�1为例，将最优商品购买组合�1
∗���� 代入到 ��1� 可得：

�� �1
∗���� =

1
2

ln 2 − 3 ln 3 +
3
2

ln �1 + ln �1 +
1
4

ln �2 +
1
4

ln �3
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另将�2的最优商品购买组合�2
∗���� 满足的条件代入到 ��1� 得到：

�� �2
∗���� = 2 ln �1 −

1
6

�1�2 +
1
2

ln �2 −
2
3

�2�2 +
1
2

ln �3 −
1
6

�3�2

重新整理 �� �2
∗���� 表达式得到：

�� �2
∗���� =−

3
2

ln 3 + ln 2 +
3
2

ln �2 + 2 ln
6�1

�2
− �1 +

1
2

ln
3�2

2�2
− �2 +

1
2

ln
6�3

�2
− �3

使 �� �1
∗���� − �� �2

∗���� 得到消费者�1对�2的效用最优化冲突的大小∆�：

∆� =
3
2

ln 2 +
3
2

ln
�1

�2
+ 2 ln

�1

6�1
�2

− �1

+
1
2

ln
�2

3�2
2�2

− �2

+
1
2

ln
�3

6�3
�2

− �3

∆�主要分三项：常数项∆� � ，支付能力比例项∆� � 以及各商品弹性项∆� � 。

由于消费者�1, �2的偏好结构赋权矩阵�∗不同（�∗的差异包括偏好结构差异Fg �1 ≠ Fg �2 或主观权重

值Fw采样差异），常数项∆� � 不为零，对�1, �2的效用最优化冲突做正贡献，这反映偏好结构的差异引起效

用最优化冲突，可能只需存在偏好结构差异即可引起消费者购买决策彼此冲突，偏离双方的静态最优点。

支付能力比例项∆� � 衡量了消费者�1, �2的支付能力差异对�1, �2的效用最优化冲突的贡献，对于消费

者�1，如果其支付能力�1 > �2，将提高�1对�2的效用最优化冲突，反之，将减小�1对�2的效用最优化冲突。

∆�的各个商品的弹性项总计为∆� � ，将其重新变形为以下的形式：

∆� � =−
1
2

4 ln
6�1

�1�2
− 1 + ln

3�2

2�2�2
− 1 + ln

6�3

�3�2
− 1

分别设置子弹性项�, �, �表示∆� � 中的三个对数项以重写∆� � 的表达式：

� =
�1

�1�2

6

− 1, � =
�2

2�2�2

3

− 1, � =
�3

�3�2

6

− 1

∆� � =−
1
2

4 ln � + ln � + ln �

子弹性项�, �, �计算��对 ����（商品总量比商品弹性和消费者支付能力）的数量关系，若子弹性项大

于一，则会减小消费者个体间的效用最优化冲突，反之若子弹性项小于一，则会提升消费者个体间的效用

最优化冲突。不同子弹性项对效用最优化冲突的贡献的权重也不同，可以满足更多偏好类型的商品的子弹

性项，对于本文所展示的消费者�1个例是�，相比其他子弹性项，对效用最优化冲突空间的大小占有高比例

的贡献，�的提高会大幅缩小效用最优化的冲突空间，反之�的降低会大幅扩大效用最优化的冲突空间。

以上是无关税情形下的消费者�1, �2效用最优化的条件和冲突，及使�1, �2最大化效用产生冲突的若干因

素。接下来考虑有税收情形的最优化问题。

3.加征关税情形下消费者最大效用减损分析

消费者�1预算约束方程，对从价税和从量税分别有总费用表达式：

� = ��� −1 + ��� −1 ���� ���� �, � > �, � = ��

� = ��� −1 ��� + 1 ���� ���� �, � > �, � = ��

首先考虑从量税，从量税只是将��� −1乘项改写为了��� −1 + ��� −1，只需要对消费者�1方程中有关的��� −1项进

行修改即可，例如对消费者�1的最高效用，在商品总量无限制前提下可以得到：
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�� �1
∗���� =

1
2

ln 2 − 3 ln 3 +
3
2

ln �1 + ln
�1

1 + �1
�1

+
1
4

ln
�2

1 + �2
�2

+
1
4

ln
�3

1 + �3
�3

其次考虑从价税，从价税将��� −1乘项改写为��� −1 ��� + 1 ，仿照从量税的代换处理即可，作为示例，这里

写出消费者�1在商品总量无限制前提下得到的最高效用：

�� �1
∗���� =

1
2

ln 2 − 3 ln 3 +
3
2

ln �1 + ln
�1

1 + �1
+

1
4

ln
�2

1 + �2
+

1
4

ln
�3

1 + �3

简单比较从量税和从价税情形下的消费者�1最高效用，以及无关税情形下的消费者�1最高效用，发现

无论是设置从量税还是从价税都会减小消费者�1可获得的最高效用。并且，若�� > ��
2，从量税相比从价税

会对消费者�1可获得的最高效用带来更大的减扣，反之若�� < ��
2，从价税相比从量税会对消费者�1可获得

的最高效用带来更大的减扣。

在本文中，由于消费者总是意图在预算约束内获取尽量高的效用，故即使是减扣了消费者可获得的最

高效用也是重要的基本性质。前文在讨论效用最优化冲突空间的大小问题时，提到了商品所占有的偏好类

型的数量对消费者产生最优化效用的冲突的重要影响：可以满足更多偏好类型的商品的子弹性项，相比其

他子弹性项，对效用最优化冲突空间的大小占有高比例的贡献。

三、多消费者多偏好多商品场景下

存在多个次优购买决策的新性质

1.多消费者情形下消费者个体的次优购买决策分析

前文讨论的最优化效用冲突实际上是单个消费者的静态效用最优化分析转移至多个消费者的动态效用

最优化分析的场景时，静态方法不再适用所产生的冲突。

影响该种冲突的大小的因素实际上是多个消费者动态地最大化效用时所涌现的新条件，例如本文所展

示的消费者�1个例的最高权重的子弹性项�，很大的�会使多个消费者彼此的干扰、博弈变得很小，从而将

多消费者场景近似退化为多个独立的单个消费者场景；很小的�会使多个消费者彼此的干扰、博弈变得很小，

从而使多消费者场景变得极其复杂，每个消费者的购物选择都必须充分考虑其他消费者的影响。

鉴于商品所占有的偏好类型的数量对消费者产生最优化效用的冲突的重要影响，重新考虑��� 的偏好结构

赋权矩阵�∗组，包含消费者�1, �2的偏好结构，以及消费者�1, �2的总效用函数：

�∗ ��� =

1
2

1
2

1

1
2

0 0

0
1
2

0

,

1
2

0 0

1
2

1
2

1

0
1
2

0

��1� =
1
2

ln �1�2 +
1
2

ln �1�3 + ln �1

��2� =
1
2

ln �1 − �1 �2 − �2 +
1
2

ln �2 − �2 �3 − �3 + ln �2 − �2

考虑 ��1� 的构成项，对换�2与�3不会影响效用总和，即�1���� = �1, �2, �3 和�1���� = �1, �3, �2 对 ��1� 没

有差异，但对换�1与�2或�3就会影响效用总和，考虑到不同对换的差异，设置换：

� =
��, ��, ��

��, ��, ��
=

�, �, �
�, �, �

置换�可以将�1���� 各分量的数值进行对换，例如�1 = 2,3,1
1,2,3

将�1���� = �2, �3, �1 各分量数值的位置重新调

整为�1���� = �1, �2, �3 ，设�1 = 1,2,3
1,3,2 ，有� �1 �1���� = � �1���� ，因此置换�1对�1���� 是保效用的。
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为了更细致地刻画更改不同商品购买量的分配的影响，考虑到商品是按批购买的离散购买交易而非连

续的购买交易，将购买向量扩张为增广购买向量，使向量的每一列为一批商品。每一批商品的购买数量取

决于同一个商品有多少购买批次，本文不考虑不同商品分不同数目的购买批次进行购买，而设定所有商品

共享同一个购买批次。例如，上文已示例的置换�1是一次批置换，可以扩张为�1
2或�1

3的高次批置换：

�1
2 =

1,1,2,2,3,3
1,1,3,3,2,2

, �1
3 =

1,1,1,2,2,2,3,3,3
1,1,1,3,3,3,2,2,2

高批次置换可以更细致地分析更改分配给不同商品的购买量会产生的影响，在得到可能存在的更优分

配方案后可将�1
�置换每 N 列相加合并，降维为一次批置换，并约定 m 个商品上的置换为��

�置换。

2.基于置换群和对称性的消费者个体的次优购买决策分析

显然，对于 3个商品的购买向量�1���� ，其上的一次批置换�3
1构成置换群，群是一个包含集合和一种特殊

运算的数学结构，这种特殊运算使得集合内的元素通过这个特殊运算满足封闭性、结合性和可逆性，并存

在单位元是所有元素与其逆元素通过这个特殊运算得到的结果。

对一次批置换�3
1，由于其有三个元素，根据全排列法则共有 3!种排列，即 6 种排列，可知�3

1群共有 6

个置换，一般地，对高次批置换群��
�，其存在� × �个元素，有 � × � !种排列，��

�具有 � × � !个置换。

�� = ln � ∙ �∗ ∙ 1�� � = ln �∗ � ∙ �∗ ∙ 1�� �

其中�∗为保效用置换，由于函数ln ∙ 为双射，并且可视�∗为施加在向量�上的列变换矩阵，故有：

�� = ln � ∙ �∗ ∙ �∗ ∙ 1�� � = ln � ∙ �∗ ∙ �∗ ∙ 1�� �

假设置换�∗为对换，即交换某两列向量数值的位置，则�∗可表示为初等列变换矩阵：

�∗ =

1 ⋯ 0

⋮
0 ⋯ 1 �
⋮ ⋱ ⋮
1 ⋯ 0 �

⋮

0 ⋯ 1

其中 � � 表示交换�的第�列和第�列， �∗ ∙ �∗ 借助矩阵运算的结合律将�∗变为矩阵�∗的行变换矩阵。

前文已提到，��
�为置换群，群运算满足封闭性与结合性，故任意次置换相结合仍是一个��

�上的置换。

这里介绍置换的基本分类，若置换�满足：

� �1 = �2, � �2 = �3, � ��−1 = ��, � �� = �1

∀�� ∉ �1, �2, ⋯, �� , � �� = ��

称这样的置换�为循环/轮换置换，其中�为循环置换的长度。特别地，对于本文已示例的�1 = 2,3,1
1,2,3

为长度为 2的循环置换，称为对换。若两个置换��, ��所置换的列的集合不相交，则称��, ��相互独立。

引入置换群上的若干定理：(1)相互独立的循环置换的连乘是可交换的(2)任意置换��可唯一地表示为相

互独立的循环置换的连乘；(3)任意置换��可表示为若干个对换的乘积。由(3)可知由一系列连乘的对换矩阵

表示可表示任意置换��，因为任意置换��总可表示为若干个互独立的循环置换的连乘，而每个循环置换均

可分解为更小的循环置换直至长度为 2的对换，该种置换分解的计算复杂度为� �2 。

3.基于置换矩阵、偏好矩阵分解和矩阵变换的不变性：消费者个体的次优购买决策分析

使�表示各对换矩阵最终的连乘，由于每个对换矩阵为� × �的 0-1 矩阵，故�仍为� × �的 0-1 矩阵。

假设分批次数�为 2 次，改写矩阵�∗ ��� 为：
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�∗ ��� =

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
2

1
4

0 0

1
4

0 0

0
1
4

0

0
1
4

0

,

1
4

0 0

1
4

0 0

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
2

0
1
4

0

0
1
4

0

, �∗ ��� =

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

��� 上的置换群为�3
2，属于 6 阶置换群，包含 720 个置换。�∗ ��� 是批次单位矩阵，显然� ∙ �∗ ��� 对不同的

�的取值不会产生效用上的差异。显然偏好结构赋权批次矩阵可以被表示为若干行变换矩阵与�∗ ��� 作用的

结果。例如对�∗ �1 ，可得到�∗ �1 的一个行变换连乘表示：

�∗ �1 : � 3,2 −1 � 4,2 −1 � 1,3 1 � 2,3 1 � 5,3 1 � 6,3 1

� 3 −1 � 4 −1 � 3,5 1 � 4,5 1 � 3 −
1
2

� 4 −
1
2

�∗ ���

这里采用了初等行变换的表示方法，� �, �(�) 表示使被左乘矩阵第�行加上第�行乘以�倍的作用矩阵；

� � � 表示使被左乘矩阵第�行乘以�倍的作用矩阵；� �, � 表示使被左乘矩阵第�行与第�行交换的作用矩阵。

由于���� = ln � ∙ � ∙ �∗ ，考虑到 �� = ���� ∙ 1�� �，向量���� 各分量对总效用的贡献是均等的，故使各商品购买

数量具有不同权重的唯一因素在于矩阵� ∙ �∗，对于消费者�1有效用向量：

���� = ln � ∙ � ∙ � 3,2 −1 � 4,2 −1 � 1,3 1 � 2,3 1 � 5,3 1 � 6,3 1

� 3 −1 � 4 −1 � 3,5 1 � 4,5 1 � 3 −
1
2

� 4 −
1
2

�∗ ���

采用� ~ 表示初等行变化矩阵的连乘，同时可将�分解为对换� �, � 之连乘积矩阵� ~ ，� ~ ∙ � ~

是产生商品购买权重差异的唯一因素的另一种表示方法。保效用问题实际是� ~ ∙ � ~ 之积矩阵对置换�∗

的分类问题。考虑� ~ ∙ � ~ = � ~ ∙ � �, � ∙ � 3,2 −1 ∙ � ~ ，其中等式右边的� ~ 为连乘式中剩余的

初等行变换矩阵，等式左边的� ~ 为连乘式中剩余的对换置换矩阵，� �, � 为交换第�列和第�列的对换置换

矩阵。� 3,2 −1 涉及到� �, � 的第 2 列和第 3 列的变动，这意味着� 2,3 和� 3,2 会改变当前积矩阵的结

果，而� �, � (�, � ≠ 2,3, � ≠ �)则均不会改变结果，这里用 3 × 3 矩阵作个示例：

� 2,3 ∙ � 3,2 −1 =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

∙
1 0 0
0 1 0
0 −1 1

=
1 0 0
0 −1 1
0 1 0

= � 3,2 ∙ � 3,2 −1

如若� �, � 不涉及到第 2,3 列的变换，所有满足该约束条件的积矩阵� �, � ∙ � 3,2 −1 是效用意义上相

同的，因此这里产生一个基于能否保持效用的对置换群�3
2的初步分类。进一步地，紧随� 3,2 −1 的

� 4,2 −1 涉及到积矩阵第 2列和第 4 列的变动。仿照� �, � 与� 3,2 −1 的讨论，如若� �, � 左边的� �, �

不涉及到第 2,4 列的变换，所有满足该约束条件的积矩阵� �, � ∙ � �, � ∙ � 3,2 −1 ∙ � 4,2 −1 是效用意义

上相同的，由此导出一个基于能否保持效用的对置换群�3
2的第二个分类。

4.基于等效用决策（分类）个数的消费者个体的次优购买决策的数量分析

由于连乘式� ~ 包含 12 个初等行变换矩阵，故可导出� ~ 上的 12 个分类，分类数目显然与偏好赋权

结构矩阵�∗所包含的偏好类型的数目与结构相关，例如，�3
2相比�3

1具有 2 倍的分类数目（初等变换矩阵个

数），�3
3相比�3

1具有 3 倍的分类数目，类推知��
�的分类个数为� ∙ ��

1 。

每个分类将置换群��
�划分为两部分，其中一部分对当前所右乘的积矩阵保效用，另一部分则不保效用，

这两部分的比例因初等行变换矩阵的类型而已，当初等行变化矩阵为� �, �(�) 或� �, � 时，该比例为：

��−2
�

��
� =

� × � − 2 × � !
� × � !

当初等行变化矩阵为� �(�) 时，只涉及到一行，该比例提升到：
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��−1
�

��
� =

� × � − � !
� × � !

每一次分类，��
� − ��−2

� 或��
� − ��−1

� 表示不保效用的置换个数，考虑初等行变化矩阵均为� �, �(�) 或� �, � ，

则对于所有分类，不保效用的置换所占的比例为： �=3
� ��

�−��−2
��

��
� ，该比例显示随着商品种类增多或批次增多（购

买决策的数量分配更加细化）而降低，也即随着参与购买决策的商品种类增多和购买量粒度更细，消费者

会获得更大的消费决策的自由空间，使其在保持享受程度（效用）不变下可以有多个选择，这意味着，若

消费者的商品购买组合所预期的效用偏离了唯一的最优效用，将出现多组等效用的商品购买组合可供选择。

四、多消费者多偏好多商品场景下

多个次优购买决策中寻求最优的方式：世界商品优先

1.基于健壮性指标对消费者个体的多个次优购买决策求最优的分析

多个等效用的消费决策要求理性消费者引入新的优化函数来收敛到一个确定的选择，笔者认为消费者

对未来的效用预期可以作为这个新的优化函数，同时假设消费者的未来预期是短视的，其只会预测下一期

的效用预期而不会更远。本文开头提到，市场上流通的商品假设为数量和价格迅速调整的，尽管本文未设

置企业部门来量化数量和价格的变动机制，但消费者仍将考虑到由于商品的弹性不同，商品数量缩减的速

度不一致，这会使消费者已定的消费决策在未来不得不重新调整——不再是最优的。

对这个潜在风险的解决方案是，对目前等效用的多个方案按照一个健壮性指标（对商品数量价格的调

整具有抗性的）进行排序，选取最具稳健性的商品购买组合作为最终的消费决策，以最小化这种风险。

开头已提到区分商品的唯一特征是价格弹性，商品的数量和价格只要确定了一个另一个也被立即确定，

因此商品成本相较于消费者群体总体上是静态数额，并不适宜作为一个手动调整观察消费者群体反应的变

量。本文认为可以设计虚拟的单个消费者突然加入或退出消费者群体，作为微扰量研究消费者群体的反应。

例如，对于一类共享偏好结构的包含�个消费者的消费者群体，现临时加入�个消费者（�可以为负值表示�

个消费者退场），每一类商品��的供应总量不变，每个消费者个体的购买向量为��� � = �1��2�⋯��� 。

2.基于微扰法对消费者个体的消费总成本的示例分析

以消费者�1为模板生成示例消费者群体，则消费者群体的购买矩阵（不同于支付能力矩阵 L）为：

� =
�11 �12 �13 ⋯ �1�
�21 �22 �23 ⋯ �2�
�31 �32 �33 ⋯ �3�

消费者群体的两种微扰扩张矩阵表示分别加入了�个消费者以更改购买矩阵：

� + � =
�11 �12 �13 ⋯ �1�⋯ �1 �+�
�21 �22 �23 ⋯ �2�⋯ �2 �+�
�31 �32 �33 ⋯ �3� ⋯ �3 �+�

以�1为例，若�的第一行� 1 = [2,2,3,4,2,2]，即 6 个消费者对商品�1的购买情况，考虑加入虚拟消费

者是为了微扰市价，故�关键在于表示出新增的购买数，设� = 3，有� 1 + 3 = [2,2,3,4,2,2,3]，假设�1的

价格弹性�1 = 5，未微扰时�1价格�1 = 3，市场对新增需求迅速调整价格为
18
5

= 3.6，价格调整对不同购买

组合的成本负担是不同的，尽管价格调整比例统一为
3.6−3

3
= 20%，对消费者�1, �2, �5, �6而言负担为 2 ×

20% = 0.4，对消费者�3而言负担为 3 × 20% = 0.6，对消费者�4而言负担为 3 × 20% = 0.8，购买决策过

分偏重某一项商品会在该商品市价变动时对预期效用的实现造成较大风险。因此可以基于微扰设计健壮性

指标。

考虑另一种政策性的而非市场性的价格干预——关税。同样预设商品�1，�1的价格弹性�1，�1的未微

扰价格为
�1

�1
，�1的市场微扰价格为

�1
�1

+ �
�1
，�1的关税微扰价格为

�1

�1
+ �1

�1
�� 或

�1

�1
+ �1∙�1

�1
�� 。由于本文的背

景是世界市场，关税干预和微扰干预对成本变动的影响力是否是不同的，两种干预是否可以相互重叠是设
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计基于微扰的健壮性指标的重要问题。

3.两种微扰量（市场微扰和关税微扰）的比较和叠加作用分析

微扰为随机数量，分别假设两种微扰采样自分布��（市场微扰）和��（关税干预）且这两种分布满足：

��� ��, �� = 0, ��� ��, �� = 0, � � =
�
�1

�

��� ��, �� = 0, � � =
�1

�1
��

��� ��, �� = 0, � � =
�1 ∙ �1

�1
��

对单个消费者如�1，购物成本为各商品价格弹性乘以数量的平方，形式为一个椭圆形方程（前文使用

向量形式和约束方程表示购物成本，这里出于问题需要修改了表示形式）：

�1
2

�1
+

�2
2

�2
+ ⋯ +

��
2

��
= �

分别代入市场微扰和两种关税微扰得到新的椭圆形方程：

�1 +
�1

2

2

�1
+

�2 +
�2

2

2

�2
+ ⋯ +

�� +
��

2

2

��
= � +

1
4

�=1

�
��

2

��
� �

1
�1

+
1
�1

�1
2 +

1
�2

+
1
�2

�2
2 + ⋯ +

1
��

+
1
��

��
2 = � ��

�1
2

�1
�1

+
�2

2

�2
�2

+ ⋯ +
��

2

��
��

= � ��

从成本的椭圆形方程的数学形式可以观察到市场微扰和关税微扰的基本区别，市场微扰视为整个超椭

球的位移和拉伸；而关税微扰均为对超椭球的拉伸。这是区别两类微扰的一个很重要的数学区别：椭球形

方程是指满足成本约束线的若干购买组合的解（实际上还限制到第一卦限使各商品购买量至少不为负数），

关税微扰和价格弹性相类似，影响单位商品成本的变动；市场微扰将椭球沿着每种商品购买量的坐标轴的

负方向平移，同时也存在一定的对单位商品成本的影响（椭球拉伸）。

因此市场微扰的性质的确与关税微扰不同，两种微扰可以相互重叠（向右上方平移+伸长的拉伸）造成

较大的成本约束的变动，也可以相互抵消（向左下方平移+伸长的拉伸）造成较小的成本约束线变动。

那么，是否存在一些特殊条件，使得市场微扰可以充分抵消关税微扰带来的成本约束线的变动？如果

这些特殊条件的确存在，那么在消费者的最优消费决策方案中，评价多个等效用购买组合的稳健性指标就

可以设计为：购买组合所包含的商品种类是否具有这类特殊条件？以及这种特殊条件造成的效用有多大？

该类商品购买量越多，为该类商品支出的成本相比较于为其余类商品支出的成本便是稳健、不易变动

的，那么稳健性指标就愈加侧重这类商品。借助这个稳健性指标，消费者可从一系列等效用购买组合中确

定稳健性最优的购买组合，甚至形成对这个最稳健购买组合的稳定消费习惯。

这里笔者回到文题，本文研究世界商品涌现对关税限制的健壮性，世界商品是什么样的商品？在这个

主题下世界商品就是一类具有抵消关税的成本效应的特殊条件的商品，只要这类商品的确具备这种特殊条

件，就容易受追求长期稳定消费的各国消费者们所青睐而涌现为普遍的世界商品。

五、世界商品的价格弹性特性分析

1.两种微扰量（市场微扰和关税微扰）的抵消效应与商品价格弹性关系的分析

为了观察市场微扰和关税微扰的抵消效应，将这两种微扰合并到同一个椭圆形方程：

1
�1

+
1
�1

�1 +
�1

2

2

+
1
�2

+
1
�2

�2 +
�2

2

2

+ ⋯ +
1

��
+

1
��

�� +
��

2

2

= � +
1
4

�=1

�

��
2 1

��
+

1
��

� ��&�
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�1 +
�1

2

2

�1
�1

+
�2 +

�2

2

2

�2
�2

+ ⋯ +
�� +

��

2

2

��
��

= � +
1
4

�=1

�

��
2 ��

��
� ��&�

由于
1
4 �=1

� ��
2 ~� 为一个对各商品项扰动的求和，简记为 � ~� ，重新表示模型：

� +
1
4

�=1

�

��
2 1

��
+

1
��

� = � ∙ 1 +
� ���

�
, � +

1
4

�=1

�

��
2 ��

��
� = � ∙ 1 +

� ���
�

1
�1

+
1
�1

1 + � ���
�

�1 +
�1

2

2

+

1
�2

+
1
�2

1 + � ���
�

�2 +
�2

2

2

+ ⋯ +

1
��

+
1
��

1 + � ���
�

�� +
��

2

2

= � ��&�

�1 +
�1

2

2

�1
�1

1 +
� ���
�

+
�2 +

�2

2

2

�2
�2

1 +
� ���
�

+ ⋯ +
�� +

��

2

2

��
��

1 +
� ���
�

= � ��&�

这里重新将椭圆形方程的右边变为原成本项，将左边各项商品成本标准化，考虑标准化单项成本为：

��:

1
��

+
1
��

1 + � ���
�

�� +
��

2

2

, ��:
�� +

��

2

2

��
��

1 +
� ���
�

首先考虑��，要考察成本约束线上每个商品购买组合的成本变动是较为困难的，因此考虑一种极端情

况：消费者全部购买了此类商品而未购买其他类别的商品，因此成本计算可全部在这类商品��上计算，因

此引入上面的标准化单项成本来计算这种极端情况下的总成本。

将这种极端情况转化为几何直观为：商品购买组合落到空间中��对应的坐标轴上，其余坐标值（其他

类别的商品的购买量）皆为零。因此抵消效应可表示为坐标向负方向平移和椭圆整体向正方向拉伸：

� =
����

�� + ��
1 +

��
4

�� + ��
����
�

−
��

2
= �� 1 + ����

−1 −1
+

��
2

4�
−

��

2

�表示市场微扰对关税微扰抵消后剩余的量，几何直观上为椭球轴长减去椭球平移长度。使� = � �� ，

�� ��

���
> 0 显然�基本随��增大而增大，从量税��越高税费越低，这里使� = 1，则只要�� 1 + ����

−1 −1
> 0 即

可使剩余量大于零，关税微扰效应压过市场微扰影响单位商品成本，需要考虑开方函数的边际递减机制，

足够大的弹性��可以使关税微扰的每一步加大带来的正效应都更微弱从而提升市场微扰的效用。

该种讨论情况对任意全部购买单个商品的商品购买组合使用，那么涉及到非极端情况的商品购买组合

呢？笔者认为这其中的计算过于复杂，本文的论证中心在于世界商品的形成机制，而不讨论过于复杂的消

费者决策细节的数值问题，单个商品的极限情况足以展示商品的价格弹性大小对抵消效应大小的影响。

类同��展开对��的分析，有两种扰动的剩余效应的从价税情形下的表达式：

� =
��

��
1 +

1
4 ��

2 ��
��

� −
��

2
= ����

−1 +
����

2

4�
��
−2 −

��

2

�表示市场微扰对关税微扰抵消后剩余的量，几何直观上仍旧为椭球轴长减去椭球平移长度。使� = � �� ，

�� ��

���
< 0，显然�基本随��增大而减小，从价税��越大税费越高，这里的结论与两种关税的特性基本符合，

使� = 1，只需����
−2 > 1 �� < �� 即可使剩余量大于零，关税微扰效应压过市场微扰影响单位商品成本，
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考虑到函数� �� 的单调性，可使��变得足够大将关税微扰效应压过市场微扰的临界点离�� ≈ 0 位置更远，从

而使关税微扰更难以超越市场微扰的抵消效应。

六、结论与不足：
足够大的商品弹性��可使市场微扰对无论是从量税微扰��还是对从价税微扰��都具有更大的抵消效果，

这就是健壮性指标所寻找的“特殊条件”，对商品弹性��很大的商品，购买量越多，该类商品支出的成本相

比较于为其余类商品支出的成本，在两种关税（从量税和从价税）的微量变动下，便越是稳健、不易变动

的。基于商品弹性��的稳健性指标，消费者从一系列等效用购买组合中确定稳健性最优的购买组合，高价

格弹性商品在此类稳健性最优购买组合中会更为优先选择，长期过程中，消费者群体会形成对这个最稳健

购买组合的稳定消费习惯。

本文仍有许多不足之处，有关双消费者的最优化购买决策的冲突部分是基于个例展开的讨论，并不具

有一般性，也不清楚更多消费者更多商品更复杂偏好结构的情景下最优化决策产生冲突的冲突空间大小；

有关价格弹性与两种微扰的抵消效应的关系的讨论较为简单，且仅为全部购买单商品的极端情况分析，未

能分析多种不同类型商品购买时，受微扰的总成本变动中的复杂细节，需要对此开发更完善的数学工具、

模拟手段，以确定世界商品的稳健性能否在更复杂情境下继续保持。
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